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摘　要：给出一类非线性ＲＬＣ电路的新解法及数值仿真：电路的状态变量表示为相位角简谐函数；电路状态方
程的求解归结为相位角对时间的一阶导数的确定；时间自变量与中间变量相位角的关系由响应频率倒数的积分

表示；从而算出电路的相轨线、时程曲线、相程曲线、时幅曲线、相幅曲线、幅频曲线、相频曲线和响应周期，

数值仿真显示，结果与数值积分法吻合良好。
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　　由 ＲＣ、ＲＬ、ＲＬＣ构成的串联电路，在 ＲＬＣ
串联电路的不同过程中具有不同的特性，包括暂态

特性、稳态特性、谐振特性，这些状态特性是

ＲＬＣ电路设计需要解决的关键问题。
非线性ＲＬＣ电路状态变量之间的变化关系可

由以下的非线性微分方程

ｘ＝ｙ
ｙ＝ｇ（ｘ）＋εｆ（ｘ，ｙ）{ ｙ

（１）

描述。其中，ｘ和 ｙ是电路的状态变量，ｇ（ｘ）和
ｆ（ｘ，ｙ）是其变量的非线性函数，ε是调整参数，
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（·）＝ｄ（）ｄｔ。目前，非线性 ＲＬＣ电路 （１）尚无通

用解法。实际上，精确求解一般非线性 ＲＬＣ电路
（１）是困难的，人们只好寻求近似解法。弱非线
性电路分析研究得较多，比如摄动法、多尺度法、

平均法和谐波平衡法等［１］。近１０多年来出现一些
很有意义的成果［２－１５］。本文致力于强非线性 ＲＬＣ
电路的分析与仿真，给出一种简易解析算法及其数

值仿真。本解析法引进时间与相位角的非线性变

换，将强非线性 ＲＬＣ电路的状态变量表示为相位
角的简谐函数，定量算出时间与相位角 （时 －相）
的关系式。算例的分析与仿真结果表明，本算法与

数值积分的龙格－库塔法吻合良好。

１　新解法概述
将式 （１）改写为

ｄｙ
ｄｘ＝

ｇ（ｘ）＋εｆ（ｘ，ｙ）ｙ
ｙ

或

ｙｄｙ＝ｇ（ｘ）ｄｘ＋εｆ（ｘ，ｙ）ｙｄｘ
上式两边对ｘ由零开始积分，得

ｙ２－ｙ２０ ＝２［ｖ（ｘ）－ｖ（０）］＋

２∫
ｘ

０
εｆ（ｘ，ｙ）ｙｄｘ （２）

这里，ｙ０ ＝ｙ（０），ｖ（ｘ）＝∫
ｘ

０
ｇ（ｘ）ｄｘ。

直接假设非线性ＲＬＣ电路 （１）的状态变量为
相位角φ简谐函数

ｘ（φ）＝ａｃｏｓφ＋ｂ
ｙ＝ｘ＝－ａφｓｉｎ{ φ

（３）

这里，ａ和ｂ待定常数，分别表示振幅和偏心距，

φ＝ｄφｄｔ （４）

是中间变量相位角φ与时间自变量ｔ微分关系，也
表示电路状态变量的响应频率。式 （４）变形为

ｄｔ＝ｄφφ
（５）

式 （５）两边对φ积分，得

ｔ＝ｔ０＋∫
φ

０

ｄφ
φ
＝ｔ（φ） （６）

其中，ｔ０＝ｔ（０）。式 （６）给出时间ｔ与相位角φ的
时－相变换关系式。至此，电路的分析归结为 ａ、
ｂ和 φ的确定。为此，将式 （３）代入式 （２），可
得

φ＝ ２槡ａ
ａｓｉｎφ

　
　
ｖ（ａｃｏｓφ＋ｂ）－ｖ（ａ＋ｂ）{ ＋

ａε∫
φ

０
ｆ（ａｃｏｓθ＋ｂ，－ａθｓｉｎθ）θｓｉｎ２θｄ}θ

１
２
（７）

∫
２π

０
ｆ（ａｃｏｓφ＋ｂ，－ａφｓｉｎφ）φｓｉｎ２φｄφ＝０（８）

ｖ（－ａ＋ｂ）－ｖ（ａ＋ｂ）＋

ａε∫
π

０
ｆ（ａｃｏｓφ＋ｂ，－ａφｓｉｎφ）

φｓｉｎ２φｄφ＝０ （９）
式 （６）中取φ＝２π且 ｔ０ ＝０则电路的稳态周期
为：

Ｔ＝∫
２π

０

ｄφ
φ

（１０）

联立式 （８）和 （９）可确定振幅 ａ和偏心距 ｂ，如
果 φ已知。然而，对一般的非线性函数 ｇ（ｘ）和
ｆ（ｘ，ｙ），式 （７）表示的响应频率 φ难以解析表示。
为此，用迭代法近似求解之。以未扰（ε＝０）频率
作为迭代法的初值，即

φ０ ＝
２（ｖ（ａ０＋ｂ０）－ｖ（ａ０ｃｏｓφ＋ｂ０））

ａ２０ｓｉｎ
２{ }φ

１
２

（１１）
迭代格式为：

φｋ＋１ ＝
２ａｋ＋槡 １

ａｋ＋１ ｓｉｎφ
｛ｖ（ａｋ＋１ｃｏｓφ＋ｂｋ＋１）－

ｖ（ａｋ＋１＋ｂｋ＋１）＋ａｋ＋１ε∫
φ

０
ｆ（ａｋ＋１ｃｏｓφ＋ｂｋ＋１，

－ａｋ＋１φｋｓｉｎφ）×φｋｓｉｎ
２φｄφ｝

１
２，

（ｋ＝０，１，２，…） （１２）
电路的状态变量的ｋ阶近似解为：

ｘｋ ＝ａｋｃｏｓφ＋ｂｋ，
ｙｋ ＝－ａｋφｋｓｉｎφ （１３）

其中ａｋ和ｂｋ由以下二式解出：
ｖ（－ａｋ＋ｂｋ）－ｖ（ａｋ＋ｂｋ）＋

ａｋε∫
π

０
ｆ（ａｋｃｏｓθ＋ｂｋ，－ａｋθｋ－１ｓｉｎθ）

θｋ－１ｓｉｎ
２θｄθ＝０ （１４）

∫
２π

０
ｆ（ａｋｃｏｓθ＋ｂｋ，－ａｋθｋ－１ｓｉｎθ）θｋ－１ｓｉｎ

２θｄθ＝０

（ｋ＝１，２，…） （１５）
ｋ阶近似的时－相变换式及响应周期分别为：

ｔｋ ＝ｔ０＋∫
φ

０

ｄφ
φｋ
＝ｔｋ（φ） （１６）

Ｔｋ ＝∫
２π

０

ｄφ
φｋ

（１７）

２　应　用
考虑如图１所示的电容库伏特性为荷控型ＲＬＣ

４８
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串联电路［１］，其非线性电容Ｃ的库伏特性为

图１　ＲＬＣ串联电路
Ｆｉｇ１　ＲＬＣｓｅｒｉｅｓｃｉｒｃｕｉｔ

ｖ＝ｆ（ｑ）＝－ｑ＋ｑ３。电阻Ｒ和电感Ｌ均为线性。以
电荷ｑ和电感电流ｉＬ为状态变量，电路的状态方程
可表为

ｑ＝ｉＬ
ｉＬ ＝－

Ｒ
ＬｉＬ－

１
Ｌｆ（ｑ）＝

－ＲＬｉＬ＋
１
Ｌｑ－

１
Ｌｑ

３ （１８）

试讨论该电路的周期振荡解。

令ｘ＝ｑ，ｙ＝ｉＬ，Ｌ＝１，式 （１８）化为

ｘ＝ｙ， ｙ＝－δｙ＋ｘ－ｘ３ （１９）

自治电路的状态方程 （１９）有三个平衡点 （０，
０），（－１，０），（１，０），前者是鞍点，绕该点电
路无稳定周期振荡；后二者是渐近稳定焦点。下面

讨论环绕焦点的周期振荡解。

首先考虑电路绕焦点 （１，０）的振荡。作 ｘ
坐标的平移变换

珋ｘ＝ｘ－１或ｘ＝珋ｘ＋１
式 （１９）变为

珋ｘ
·

＝ｙ， ｙ＝－２珋ｘ－３珋ｘ２－珋ｘ３－δｙ （２０）

比较式 （１）得
ｇ（珋ｘ）＝－２珋ｘ－３珋ｘ２－珋ｘ３，ｆ（珋ｘ，ｙ）＝－１

用上述的迭代法近似求解之。无阻尼 （δ＝０）时，
由式 （１１）及 （１９）得电路 （２０）的初始频率

φ０ ＝槡
Ｑ
２ １＋

ａ０
Ｑ［８（１＋ｂ０）ｃｏｓφ＋ａ０ｃｏｓ２φ槡

］

（２１）
其中，

Ｑ＝８＋２４ｂ０＋１２ｂ
２
０＋３ａ

２
０ （２２）

将式 （２１）展开为泰勒展开式，并取前二次项
（为书写方便，记ａ＝ａ０，ｂ＝ｂ０），得

φ０≈ 槡
Ｑ
２ １＋ａ２Ｑ

　
　
８（１＋ｂ）ｃｏｓφ＋ａｃｏｓ２( ){ φ－

ａ２

８Ｑ２
［８（１＋ｂ）ｃｏｓφ＋ａｃｏｓ２φ］}２ ＝
槡Ｑ
２ １－４ａ

２

Ｑ{ ２ （１＋ｂ）
２－ ａ

４

１６Ｑ２
＋

ａ
Ｑ（１＋ｂ）４－

ａ２( )Ｑ ｃｏｓφ＋
ａ２
２Ｑ（１＋ｂ）－

４ａ２

Ｑ２
（１＋ｂ）[ ]２ ｃｏｓ２φ－

ａ３

Ｑ２
（１＋ｂ）ｃｏｓ３φ－ ａ

４

１６Ｑ２
ｃｏｓ４ }φ （２３）

将式（２３）代入式（１４）、（１５），并注意到式（２０），分
别得

Ｑ２－ａ
２Ｑ
４（１＋ｂ）－２ａ

２（１＋ｂ）２－ａ
４

１６＝０

（２４）
２ｂ＋３ｂ２＋ｂ３＋ａ２＋ａ２ｂ＝０ （２５）

将式 （２３）代入式 （１２）可得

φ１ ＝ ｒ槡１ １＋
１
ｒ１
（ｒ２ｃｏｓφ＋ｒ３ｃｏｓ

２φ＋ｒ４ｓｉｎφ{ ＋

ｒ５ｓｉｎφｃｏｓφ＋ｒ６ｓｉｎ
３φ＋ｒ７ｓｉｎ

３φｃｏｓφ）}　　
１
２
（２６）

其中，

ｒ１ ＝
１
２（４＋１２ｂ＋６ｂ

２＋ａ２）， ｒ２ ＝２ａ（１＋ｂ）

ｒ３ ＝
１
２ａ

２， ｒ４ ＝
δ
８Ｑ２
（１＋ｂ）４ａＱ－２３ａ( )３

ｒ５ ＝
δ
８Ｑ２

ａ２
４Ｑ（１＋ｂ）－２ａ（１＋ｂ）

２－ａ
４[ ]４８

ｒ６ ＝
３δ
８０Ｑ２

ａ３（１＋ｂ）， ｒ７ ＝
δａ４

９２Ｑ２

联立式 （２４）和 （２５），并注意到式 （２２）得
ａ２ ＝－２ｂ－ｂ２ （２７）
Ａａ４＋Ｂａ２＋Ｃ＝０ （２８）

其中，

Ａ＝１１６（１３１－１２ｂ），

Ｂ＝４４＋１３２ｂ＋６１ｂ２－３ｂ３

Ｃ＝６４＋３８４ｂ＋７６８ｂ２＋５７６ｂ３＋１４４ｂ４

由式 （２８）得

ａ２ ＝－Ｂ± Ｂ２－４槡 ＡＣ
２Ａ （２９）

联立式 （２７）及 （２９），得
Ｃ＝Ｂ（２ｂ＋ｂ２）－Ａ（２ｂ＋ｂ２）２

化简上式可得

９ｂ５＋１５０７４ ｂ
４＋１４０７ｂ３＋

１９７１ｂ２＋１５８４ｂ＋２５６＝０

５８
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此方程有三个近似实根

ｂ＝－３７８８３８３３；　 －２３４７６３７；　 －０２０８０５３
由ａ＞０及式 （２８）知，只有最后者符合题意，此
时，

ａ１ ＝０６１０５９０， ｂ１ ＝－０２０８０５３ （３０）

从而得到电路 （２０）的一次迭代的近似解
珋ｘ１ ＝ａ１ｃｏｓφ＋ｂ１，ｙ１ ＝－ａ１φ１ｓｉｎφ （３１）

其中，ａ１，ｂ１，φ１如式 （３０）及 （２６）
电路过点鞍点 （－１，０）有同宿轨线，其表

达式仍具有式 （３１）的形式，但幅值与偏心距由
以下二式确定

－ａ＋ｂ＝－１， ａ＝ －２槡 ｂ－ｂ

求之得珔ａ＝０７０７１８５， 珋ｂ＝－０２９２８１５

在相平面（珋ｘ，ｙ）上电路的极限环和同宿轨线的
数值积分法与本文方法的计算与仿真比较见图 ２
（ａ）。其中，数值法的初值分别是 （０４０２５３６９，
０）和 （０４１４３７，０）。

电路 （１８）在相平面 （ｑ，ｉＬ）上绕平衡点 （－
１，０）和 （１，０）的极限环，以及过鞍点 （０，０）
的同宿轨线的表达式只要在式 （３１）中分别令 ｑ
＝－珋ｘ－１和ｑ＝珋ｘ＋１，ｉＬ坐标即为ｙ坐标便是。于
是得电路 （１９）的极限环和同宿轨线数值仿真如
图２（ｂ）。

图２　电路 （１８）的极限环与同宿轨线
Ｆｉｇ２　Ｌｉｍｉｔｃｙｃｌｅａｎｄａｈｏｍｏｃｌｉｎｉｃｏｒｂｉｔｏｆｔｈｅｃｉｒｃｕｉｔ（１８）

注意到式 （２６），取１／φ１的泰勒展开式的二次
近似

１
φ１
≈ １
８ｒ２１ ｒ槡１

｛８ｒ２１－４ｒ１·

（ｒ２ｃｏｓφ＋ｒ４ｓｉｎφ＋ｒ６ｓｉｎ
３φ）＋

３［ｒ２３ｃｏｓ
４φ＋ｒ２４ｓｉｎ

２φ＋ｒ２５ｓｉｎ
２φｃｏｓ２φ＋

ｒ２６ｓｉｎ
６φ＋ｒ２７ｓｉｎ

６φｃｏｓ２φ＋２ｒ６ｒ７ｃｏｓ
３φ＋

２ｒ３ｒ５ｃｏｓ
３φｓｉｎφ＋２ｒ３ｒ７ｃｏｓ

３φｓｉｎ３φ＋
２ｒ４ｒ５ｓｉｎ

２φｃｏｓφ＋２ｒ４ｒ６ｓｉｎ
４φ＋

２ｒ５ｒ７ｓｉｎ
４φｃｏｓ２φ＋２ｒ６ｒ７ｓｉｎ

６φｃｏｓφ＋
２（ｒ２ｒ５＋ｒ３ｒ４）ｃｏｓ

２φｓｉｎφ＋
２（ｒ２ｒ７＋ｒ３ｒ６）ｃｏｓ

２φｓｉｎ３φ＋
２（ｒ４ｒ７＋ｒ５ｒ６）ｓｉｎ

４φｃｏｓφ］＋
（３ｒ２２－４ｒ１ｒ３）ｃｏｓ

２φ＋
（６ｒ２ｒ４－４ｒ１ｒ５）ｓｉｎφｃｏｓφ＋
（６ｒ２ｒ６－４ｒ１ｒ７）ｓｉｎ

３φｃｏｓφ｝
由式 （１６）得一次迭代的时间ｔ与相位角φ的关系
式

ｔ１（φ）＝∫
φ

０

ｄφ
φ
＝βｃ( ０＋ｃ１φ＋ｃ２ｓｉｎφ＋ｃ３ｃｏｓφ＋

ｃ４ｓｉｎφｃｏｓφ＋ｃ５ｓｉｎ
２φ＋ｃ６ｃｏｓ

３φ＋ｃ７ｓｉｎ
３φ＋

ｃ８ｃｏｓ
３φｓｉｎφ＋ｃ１０ｓｉｎ

４φ＋ｃ９ｓｉｎ
３φｃｏｓφ＋ｃ１１ｃｏｓ

４φ＋
ｃ１２ｓｉｎ

５φ＋ｃ１３ｃｏｓ
５φ＋ｃ１４ｓｉｎ

５φｃｏｓφ＋
ｃ１５ｓｉｎ

３φｃｏｓ３φ＋ｃ１６ｓｉｎ
６φ＋

ｃ１７ｓｉｎ
７φ＋ｃ１８ｓｉｎ

５φｃｏｓ３ )φ （３２）
其中，

ｃ０ ＝－４ｒ１ ｒ４＋
２ｒ６( )３ ＋３ ｒ３ｒ５

４ ＋
２（ｒ２ｒ５＋ｒ３ｒ４）

３[ ＋

３２ｒ２１（ｒ２ｒ７＋ｒ３ｒ６）]１５

ｃ１ ＝８ｒ
２
１＋
４５ｒ２７
１２８（１４４ｒ

２
３＋１９２ｒ

２
４＋４８ｒ

２
５＋１２０ｒ

２
６＋

２８８ｒ４ｒ６＋１４４ｒ５ｒ７）＋
３ｒ２２
２ －２ｒ１ｒ３

ｃ２ ＝－４ｒ１ｒ２＋６ｒ２ｒ３，　ｃ３ ＝４ｒ１（ｒ４＋ｒ６）

ｃ４ ＝
１
１２８（２８８ｒ

２
３－１９２ｒ

２
４－４８ｒ

２
５－１２０ｒ

２
６－

４５ｒ２７－２８８ａ１０ａ１２＋１４４ａ１１ａ１３）＋
３ａ２８
２ －２ａ７ａ９，

ｃ５ ＝３ｒ２ｒ４－２ｒ１ｒ５，

ｃ６ ＝
４ｒ１ｒ６
３ －２（ｒ２ｒ７＋ｒ３ｒ６＋ｒ２ｒ５＋ｒ３ｒ４）

ｃ７ ＝－２ｒ２ｒ３＋４ｒ４ｒ５

ｃ８ ＝
３（１６ｒ２３－５ｒ

２
７－１６ｒ５ｒ７）
６４

ｃ９ ＝
（６ｒ２５－５ｒ

２
６－１２ｒ４ｒ６）
８

ｃ１０ ＝
（３ｒ３ｒ７＋３ｒ２ｒ６－２ｒ１ｒ７）

２

６８



　第 ３期 黄　等：非线性ＲＬＣ电路的新解法及数值仿真

ｃ１１ ＝－
３ｒ３ｒ５
４ ，　ｃ１２ ＝

６（ｒ４ｒ７＋３ｒ５ｒ６）
５

ｃ１３ ＝
６（ｒ２ｒ７＋３ｒ３ｒ６）

５ ，　ｃ１４ ＝－
ｒ２６
２

ｃ１５ ＝－
５ｒ２７
１６－ｒ５ｒ７， ｃ１６ ＝－ｒ３ｒ７，

ｃ１７ ＝
６ｒ６ｒ７
７ ，　ｃ１８ ＝－

ｒ２７
８

β＝ １
８ｒ２１ ｒ槡１

经时相变换后，相图完全重合，但时程曲线 ｔ－ｑ
与相程曲线φ－ｑ、时幅曲线ｔ－ｉＬ与相－幅曲线
φ－ｉＬ出现明显差异 （见图３（ａ）、 （ｂ）），原因
是电量ｑ及电流ｉＬ关于相位角φ的周期恒为２π，而
关于时间ｔ的周期是式 （１７）确定的Ｔ１＝６９３５９，
数值法约为珔Ｔ＝６９６９７，十分接近。

图３显示，经未扰频率二次展式仅一次迭代逆
变换时－程曲线 ｑ１ ＝ｑ（ｔ１），与数值积分法的时 －
程曲线ｑ＝ｑ（ｔ）已几乎重合 （见图３（ａ）），ｉＬ１ ＝
ｉＬ（ｔ１）亦然 （见图３（ｂ）），说明本法的计算精度
良好。

本法计算的幅频曲线和相频曲线如图４。

图３　电路 （１８）的电量及电流与时间和相位的关系曲线
Ｆｉｇ３　Ｃｕｒｖｅｓｏｆｔｈｅｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｂｅｔｗｅｅｎｐｏｗｅｒａｎｄｃｕｒｒｅｎｔ

ｗｉｔｈｔｉｍｅａｎｄｐｈａｓｅｏｆｔｈｅｃｉｒｃｕｉｔ（１８）

式 （３２）中取φ＝２π，算得电路 （１８）的极限环
的一次频率迭代的近似周期约为Ｔ＝６９３５９，而数
值法约为珔Ｔ＝６９６９７，误差仅为００３３８。

数值搜索及本文的方法显示，ＲＬＣ串联电路
（１８）仅当电阻 Ｒ与电感 Ｌ数值上的比值 δ较小，
比如δ＝００００１附近才能实现稳态振荡，这在工
程上具有实用意义。

图４　电路 （１８）的幅频曲线和相频曲线
Ｆｉｇ４　Ａｍｐｌｉｔｕｄｅｆｒｅｑｕｅｎｃｙｃｕｒｖｅａｎｄｐｈａｓｅｆｒｅｑｕｅｎｃｙ

ｃｕｒｖｅｏｆｔｈｅｃｉｒｃｕｉｔ（１８）

３　结　语
本文提出的新解法仅涉及初等微积分，理论依

据可靠；计算结果仅一次近似便与数值解法 （一

般认为是精确解）的误差已小于３４％，如此高精
度解析方法，对非线性 ＲＬＣ电路设计将具有很好
的实用价值。
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